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Delta de Dirac

Par la fonction de Heaviside

La dérivée d’une fonction qui passe de 0 à 1 avec une pente est une fonction porte de hauteur croissante et de

support décroissant.

δ(t) = lim
h→0

qh(t)

Définition et intégrale

δ(t) =

+∞ si t = 0

0 sinon

∫ b

a

δ(t) dt =

1 si a < 0 < b

0 sinon

∫ +∞

−∞
δ(t) dt =

∫ 0

0

δ(t) dt = 1? 0?

Représentation graphique

t

δ(t)
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Théorie de la distribution

Espace fonctionnel

Espace fonctionnel F : Espace vectoriel de fonctions

Support d’une fonction

Supp(f) = Ensemble des points où f ̸= 0

Fonctionnelle

Une fonctionnelle T sur un espace réel F associe à chaque fonction ϕ de F un nombre réel ⟨T, ϕ⟩.

Exemple : ⟨T, ϕ⟩ =
∫
R
ϕ(t) dt où F est l’espace des fonctions sommables.

Espace D : espace des fonctions test

D = {fonctions ϕ telles que ϕ est C∞ et Supp(ϕ) est un compact}

Stabilité par produit

∀ϕ ∈ D,∀ψ C∞, ϕ.ψ ∈ D

Convergence

Une suite ϕk ∈ DN cv vers ϕ ∈ D si



ϕk −→
k→+∞

ϕ

∀n ∈ N, ϕ(n)k −→
k→+∞

ϕ(n)

Il existe un compact Ω tel que

Supp(ϕ∞) ⊂ Ω

∀k ∈ N,Supp(ϕk) ⊂ Ω

Continuité et linéarité

Une fonctionnelle T est continue si pour toute suite ϕk qui cv vers ϕ, ⟨T, ϕk⟩ −→
k→+∞

⟨T, ϕ⟩

Distribution

Une distribution T est une fonctionnelle linéaire et continue sur D :
∀ϕ ∈ D, ⟨T, ϕ⟩ ∈ C

⟨T, αϕ+ βψ⟩ = α ⟨T, ϕ⟩+ β ⟨T, ψ⟩

∀ϕk ∈ DN, ϕk −→
k→+∞

ϕ ∈ D =⇒ ⟨T, ϕk⟩ −→
k→+∞

⟨T, ϕ⟩

En pratique on montre la linéarité puis continue en 0 car

f linéaire

f continue en 0
=⇒ f continue

L’espace des distributions est noté D′
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Distributions régulières

⟨Tf , ϕ⟩ =
∫
R
f(t)ϕ(t) dt où f : R → C localement sommable

Support d’une distribution

Supp(T ) = Plus petit fermé K tel que ∀ϕ ∈ D, ⟨T, ϕ⟩ = 0 si Supp(ϕ) ∩K = ∅

Linéarité

⟨λT1 + µT2, ϕ⟩ = λ⟨T1, ϕ⟩+ µ⟨T2, ϕ⟩

Translation

∀x ∈ R, τaf(x) = f(x− a)

⟨τaT, ϕ⟩ = ⟨T, τ−aϕ⟩

Fonction paire

Si f est paire alors f(−x) = f(x)

⟨d−1T, ϕ(x)⟩ = ⟨T, ϕ(x)⟩
=⇒ d−1T = T

Unicité

⟨T1, ϕ⟩ = ⟨T2, ϕ⟩ =⇒ T1 = T2

Dilatation

∀x ∈ R, daf(x) = f(ax)

⟨daT, ϕ⟩ =
1

|a|

〈
T, ϕ

(
x

a

)〉

Fonction impaire

Si f est impaire alors f(−x) = −f(x)

⟨d−1T, ϕ(x)⟩ = −⟨T, ϕ(x)⟩
=⇒ d−1T = −T

Produit par une fonction C∞

NB : Ici φ n’est pas forcément à support compact

⟨ψT, ϕ⟩ = ⟨T, ψϕ⟩

Valeur principale de Cauchy

v.p.

∫ b

a

f(t) dt = lim
ε→0

(∫ ξ−ε

a

f(t) dt+

∫ b

ξ+ε

f(t) dt

)
Si la limite existe, on dit que l’intégrale est convergente au sens de la valeur principale de Cauchy.
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Distribution de Dirac

Définition de δ

∀ϕ ∈ D, ⟨δ, ϕ⟩ = ϕ(0)

Définition de δa

δa est la distribution de Dirac centrée en a.

∀ϕ ∈ D, ⟨δa, ϕ⟩ = ϕ(a)

Notation

δ(x) ⇔ δ δ(x− a) ⇔ δa

Dérivation de la distribution

∀ϕ ∈ D, ⟨T ′, ϕ⟩ = −⟨T, ϕ′⟩

Dérivée de la distribution de Dirac

⟨δ(n)a , ϕ⟩ = (−1)n⟨δa, ϕ(n)⟩ = (−1)nϕ(n)(a)

Dérivée de la distribution de Heaviside

⟨T ′
H , ϕ⟩ = ⟨δ, ϕ⟩ = ϕ(0) donc T ′

H = δ

Dérivée discontinue du point de vue des distributions

Soit f une fonction discontinue en a et en b, σa et σb les ”magnitudes des sauts” en a et b.

⟨T ′
f , ϕ⟩ = σaϕ(a) + σbϕ(b) + ⟨Tf ′ , ϕ⟩

Formule générale :

T ′
f = Tf ′ +

n∑
i=1

σiδai

Dérivée du produit

(ψ.T )′ = ψ.T ′ + ψ′.T

Equation de distribution

Soit f une fonction C∞ telle que
1

f
soit C∞ aussi, T une distribution inconnue et S une distribution connue.

Solution particulière

f.T = S ⇐⇒ Tp =
S

f

Equation homogène

f.T0 = 0 ⇐⇒ T0 =

0 si ∀x ∈ R, f(x) ̸= 0

kδa si f(a) = 0
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